
◎　楕円の焦点の性質を証明する

　「楕円の，一方の焦点または  を発した光線が楕円に当たって反射すると，

すべて他方の焦点  またはに集まる……  」という性質を証明しよう。
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  で表される楕円であり，上の点
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点における法線と軸の交点をとする。すなわち，。  と同値である

  を示す。 ， ，   ， とすると，楕円の定義より，  
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左辺＝
   

   ，　定義より，  ……
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  …，よって，より，
   

したがって，「角の二等分線の定理の逆」によって，　  　　　

 のときは対称性により  を示すことができ，  のときは明らかに  となる。
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　図は，方程式





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，  で表される双曲線であり，上の

点  ，  において  ，   ，接線：
 



 

……が引かれている。

点における法線と軸の交点をとする。すなわち，。また，直線  の点

の延長上に，図のように点をとる。　  と同値である　を示す。

 ， ，   ， とすると，双曲線の定義より，   ，　の方程式は，
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   　……⑪　一方，       　……⑫，
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   ，　定義より，  ……⑬（図の場合）

⑫，⑬より，　
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より，
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  …⑯，よって，⑪⑮⑯より，     

「角の二等分線の定理の逆（外分と外角の場合）」によって，　

この場合，  より，  であり，  のときは明らかに  となる。

また，  となる場合も，上と同様に証明できる。　　　　　　

　楕円と双曲線の対称性，登場する式の共通性「角の二等分線の定理の逆」による

証明の完結という醍醐味がある。平面幾何の定理と座標幾何学の併用による証明であった。
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◎　双曲線の焦点の性質を証明する

　双曲線の「一方の焦点または  に向かって進む光線が双曲線に当たって反射する

と，すべて他方の焦点  またはに集まる……  」という性質を証明しよう。


